
39 函数图像变换理论

知识讲解

1. 我们只研究三种变换——平移、伸缩、对称。每种变

换又可以在水平、竖直两个方向进行。

2. 这三种变换都是“线性”的，就是说，所有的变换都是

把 x换成 x的一次式，即 ax+ b的形式。类似地，把 y

换成 ay+ b的形式。

3. 本节要掌握的重点，是每一种线性变换对应的图像变

换。例如：x→ x+ 2

它对应的图像变换是：向左平移 2个单位长度。（为

了叙述简洁，下文简称为“左 2”）。

具体地，在 y= x2的表达式中，把 x换成 x+ 2,得到 y

= (x+ 2)2，问 y= (x+ 2)2的图像和 y= x2的图像是

什么关系？答案：y= x2的图像左 2就得到 y= (x+
2)2的图像。可以用下面的式子来表示这个过程。箭

头上方的 x→ x+ 2表示所作的代换，箭头下方的“左

2”表示变换的效果。

y= x2 x→x+2
左2
 y= (x+ 2)2

4. 下面详细列举了所有的变换，请大家用心学习记忆。

y= x2 x→x-2
右2
 y= (x- 2)2

y= x2
y→y+2

下2
 y+ 2= x2即 y= x2- 2

y= x2
y→y-2

上2
 y- 2= x2即 y= x2+ 2

y= x2 x→2x

水平变
1
2

 y= (2x)2即 y= 4x2

y= x2
x→ 12 x

水平变2（倍）
 y= ( 12 x)

2即 y= 1
4 x

2

y= x2
y→2y

竖直变
1
2

 2y= x2即 y= 1
2 x

2

y= x2
y→ 12 y

竖直变2（倍）
 1
2 y= x

2即 y= x2

y= x2 x→-x
关于y轴对称

 y= (-x)2即 y= x2

y= x2
y→-y

关于x轴对称
 - y= x2即 y=-x2

5. 一般的线性变换是上述基本变换的复合，例如 x→ 2x
+ 3。复合变换可以分两步进行，有两种不同的理解：

（1）x→ x+ 3 x→2x 2x+ 3
第一步是 x→ x+ 3，效果是左 3；

第二步是 x→ 2x,效果是水平变
1
2 .

（2）x→ 2x
x→x+ 32 2x+ 3

第一步是 x→ 2x，效果是水平变
1
2 。

第二步，是 2x整体变成了 2x+ 3，而不是 x变成了 x

+ 3。我们必须推导出 x变成了什么，才能得到正确

的结论。再次强调，所有的变换都必须在 x或 y上进

行操作。

6. 我们看到，采取第一种理解，变换过程比较简单。所

以今后遇到一般的线性变换，我们最好“先平移，后伸

缩”。那么，采取上述第二种理解时，我们是怎么由

2x→ 2x+ 3得到 x→ x+ 32 的呢？一般的做法是，设

2(x+ p) = 2x+ 3,由此反解出 p= 32 。

7. 让我们升级问题难度，比如：4x+ 2→ 5x- 1,这个式

子对应的基本变换是什么？

解决这个问题，可以用待定系数法。因为我们明确了

对 x所作的变换是线性的，所以可以设 x→ ax+ b，则

4x+ 2→ 4(ax+ b) + 2→ 4ax+ 4b+ 2

由 4ax+ 4b+ 2≡ 5x- 1得

4a=5
4b+2=-1
 ⇒

a= 54
b=- 34


8. 从上面的推导过程中不难看出，像 4x+ 2→ 5x- 1这
种线性代换式，也可以对其施加类似等式变形的技

巧，请看过程：

4x+ 2→ 5x- 1

x+ 24 →
5
4 x-

1
4（两边同时除以 4）

x→ 54 x-
3
4（常数项移到右边）

但要注意，我们变形的目的是让替换式的左边化为 x，

所以不要对 x进行移项操作，不要误以为是解方程。

9. 注意：这里用换元法很容易出错。

例如：令 4x + 2 = t，得到 x = t-24 ，代入 5x - 1得

5
4 t-

7
2 。

这样，原来的变换就化为 t→ 54 t-
7
2 。

有人认为变量可以用任何字母表示，于是把 t换回 x，

得到 x→ 5
4 x-

7
2 ，这是错误的。错就错在：这里 t是

不能和 x替换的。 t= 4x+ 2这一步已经是个线性变

换了（并且这个变换并非指向自身），所以对 t进行的

变换，还得再复合 4x+ 2→ t这个内层变换，才能得到

对 x进行的变换。
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